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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES ZE´RO-CYCLES SUR
CERTAINES FIBRATIONS AU-DESSUS D’UNE COURBE : I
YONGQI LIANG
Re´sume´. Soit X une varie´te´ projective lisse sur un corps de nombres, fibre´e
au-dessus d’une courbe C, a` fibres ge´ome´triquement inte`gres. On de´montre
que, en supposant la finitude de X(Jac(C)), si les fibres au-dessus d’un sous-
ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ satisfont le principe de Hasse (resp. l’approxi-
mation faible), alors l’obstruction de Brauer-Manin provenant de la courbe en
bas est la seule au principe de Hasse (resp. a` l’approximation faible) pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X. Ceci est applique´ a` l’exemple re´cent de Poonen.
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Introduction
Soit X une varie´te´ (i.e. un sche´ma se´pare´ de type fini) projective lisse ge´ome´tri-
quement inte`gre sur un corps parfait k. On note Br(X) = H2e´t(X,Gm) le groupe
de Brauer cohomologique de X. Pour tout point ferme´ P de corps re´siduel k(P ),
on note b(P ) l’image d’un e´le´ment b ∈ Br(X) dans Br(k(P )). On note Z0(X) le
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groupe des ze´ro-cycles de X et CH0(X) le groupe de Chow des ze´ro-cycles de X.
On peut ainsi de´finir un accouplement
〈·, ·〉k : Z0(X) × Br(X) → Br(k),
(
∑
P nPP , b ) 7→
∑
P coresk(P )/k(b(P )),
qui se factorise a` travers CH0(X).
Lorsque k est un corps de nombres, on de´finit l’accouplement de Brauer-Manin
pour les ze´ro-cycles :
〈·, ·〉k :
∏
v∈Ωk
Z0(Xv) × Br(X) → Q/Z,
( {zv}v∈Ωk , b ) 7→
∑
v∈Ωk
invv(〈zv, b〉kv ),
ou` Ωk est l’ensemble des places de k, invv : Br(kv) →֒ Q/Z est l’invariant local en
v, et Xv = X×k kv. Graˆce a` la the´orie du corps de classes global, l’image de Z0(X)
dans
∏
v∈Ωk
Z0(Xv) est orthogonale au groupe Br(X). La notion d’obstruction de
Brauer-Manin au principe de Hasse pour les ze´ro-cycles surX est alors de´finie. Dans
son article [2], les conjectures suivantes sont e´nonce´es par Colliot-The´le`ne pour une
varie´te´ X suppose´e projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre de dimension d sur
un corps de nombres k.
Conjecture 0.1. L’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X est la seule. Autrement dit, s’il existe une famille
de ze´ro-cycles {zv} ∈
∏
v∈Ωk
Z0(Xv) de degre´ 1 orthogonale au groupe de Brauer
Br(X), alors il existe un ze´ro-cycle global de degre´ 1 sur X.
Conjecture 0.2. Soit δ un entier. Soit {zv} ∈
∏
v∈Ωk
Z0(Xv) une famille de ze´ro-
cycles de degre´ δ orthogonale au groupe de Brauer Br(X). Alors, pour tout entier
strictement positif m, il existe un ze´ro-cycle zm ∈ Z0(X) de degre´ δ tel que, en
chaque place v, les ze´ro-cycles zm et zv ont la meˆme image par l’application cycle
CH0(Xv)→ H˜2d(Xv,Z/mZ(d)).
La conjecture 0.1 pour une courbe est premie`rement montre´e par Saito [20]
(en supposant la finitude du groupe X(Jac(C))). Pour les varie´te´s de dimension
supe´rieure, peu de re´sultats en toute ge´ne´ralite´ sont e´tablis. Quand X admet une
structure de fibration au-dessus d’une courbe, Colliot-The´le`ne, Skorobogatov, et
Swinnerton-Dyer ont montre´, dans [7], la conjecture 0.1 pour une fibrationX −→ P1
a` fibres satisfaisant le principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1, en faisant
une hypothe`se (H fibre) sur les fibres singulie`res ; dans son article [12], Frossard a
montre´ la conjecture 0.1 pour une fibration X −→ C en varie´te´s de Severi-Brauer
d’indice sans facteur carre´ au-dessus d’une courbe C (en supposant la finitude du
groupe X(Jac(C))) si k est totalement imaginaire. Des variantes de la conjecture
0.2 sont e´galement discute´es dans ces articles.
Dans le pre´sent travail, notre re´sultat principal est le suivant (voir le texte (1.3
et 1.2) pour les notions de « approximation faible au niveau de la cohomologie » et
« sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ », et pour les e´nonce´s plus pre´cis avec plus de
de´tails).
The´ore`me principal (The´ore`mes 2.1, 2.2).
Soit π : X −→ C une fibration a` fibres ge´ome´triquement inte`gres avec X(Jac(C))
fini. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de C. Supposons que pour tout
point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait le principe de Hasse (resp. l’approximation
faible au niveau de la cohomologie aux places finies) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
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Alors, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊂ Br(X)
au principe de Hasse (resp. a` l’approximation faible au niveau de la cohomologie
aux places finies) est la seule pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
Pour une fibration au-dessus d’une courbe ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me,
ce re´sultat de´montre la conjecture 0.1, et il de´montre une version faible de la conjec-
ture 0.2. Dans le cas particulier ou` toutes les fibres sont ge´ome´triquement inte`gres,
le the´ore`me 0.3 de Frossard [12] est ge´ne´ralise´ par le the´ore`me principal ici. Avec
une hypothe`se plus forte sur les fibres, le the´ore`me principal e´tend le the´ore`me 4.1
de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [7] au cas ou` la courbe en bas
C est de genre quelconque (avec X(Jac(C)) fini) au lieu de P1. Le the´ore`me prin-
cipal est aussi une version pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X −→ C paralle`le au
the´ore`me 1 de Skorobogatov [21].
Comme application, on conside`re certaines fibrations en surfaces de Chaˆtelet au-
dessus d’une courbe sur un corps de nombres k. Dans [18], Poonen a trouve´ une
varie´te´ X de dimension 3, qui est une fibration en surfaces de Chaˆtelet au-dessus
d’une courbe, telle que l’obstruction de Brauer-Manin 1 au principe de Hasse pour
les points rationnels disparaˆıt mais il n’existe pas de point k-rationnel. Dans ce
cas-la`, a fortiori, il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse
pour les ze´ro-cycles de degre´ 1. Re´cemment, dans son article [5], Colliot-The´le`ne
a de´montre´ l’existence d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur les solides de Poonen. Le
the´ore`me principal ici retrouve le re´sultat de Colliot-The´le`ne si l’on suppose la
finitude de X(Jac(C)), et de plus affirme qu’il y a beaucoup de ze´ro-cycles de
degre´ 1 au sens de l’approximation faible.
Dans son travail en cours [25], Wittenberg de´montre aussi un the´ore`me paralle`le
a` 2.1 et 2.2 sous l’hypothe`se (H fibre), qui est plus faible que “toute fibre est ge´o-
me´triquement inte`gre”, mais la` il doit faire les hypothe`ses arithme´tiques sur toutes
les fibres lisses, ceci l’empeˆche d’appliquer a` l’exemple de Poonen. On va ge´ne´raliser
les re´sultats de Wittenberg et de ce travail dans l’article en progre`s de l’auteur [15],
certaines fibrations au-dessus de Pn sont aussi conside´re´es.
Le texte est organise´ comme suit. Dans la premie`re partie de cet article, on in-
troduit les notions ne´cessaires pour ce travail. Ensuite, on explique en de´tails un
re´sultat important sur l’approximation pour les ze´ro-cycles sur une courbe quel-
conque. Dans la seconde partie, on e´nonce les the´ore`mes plus pre´cis 2.1, 2.2, et on
discute en de´tails quelques applications du the´ore`me principal, y compris l’appli-
cation aux solides de Poonen. Dans la dernie`re partie, on montre ces the´ore`mes.
Premie`rement, on rappelle des lemmes de de´placement et l’estimation de Lang-Weil.
Ensuite, on e´tablit un lemme d’irre´ductibilite´ de Hilbert pour certains ze´ro-cycles
effectifs. Enfin, on montre une proposition cle´, ainsi que les the´ore`mes principaux
avec l’aide de l’application de Gysin.
Remerciements. Ce travail s’est accompli sous la direction de D.Harari. Je tiens a` le
remercier de m’avoir propose´ ce sujet, pour ses nombreuses discussions tre`s utiles pendant
la pre´paration de ce travail, et pour son aide pour le franc¸ais. Je remercie e´galement J.-L.
Colliot-The´le`ne de m’avoir bien explique´ tous les de´tails de son article [2], pour m’avoir
permis de pre´senter ici sa preuve du the´ore`me 1.5, et pour ses suggestions pre´cieuses. Je
remercie O. Wittenberg de sa patiente explication de son travail en cours [25], et pour ses
commentaires pertinents apre`s la lecture de la premie`re version de ce travail.
1. De plus, il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin applique´e aux reveˆtements e´tales, cf.
[18] pour plus de de´tails.
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1. Pre´liminaires
On introduit les notions ne´cessaires pour cet article, plus particulie`rement la
notion de sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ est introduite et la notion d’approxi-
mation faible/forte au niveau de la cohomologie est discute´e en de´tails. Ensuite, on
explique un re´sultat sur les courbes, qui sera utile pour la preuve des the´ore`mes
principaux.
1.1. Notions ge´ne´rales. Dans ce travail, k est toujours un corps de nombres, on
note Ωk (ou simplement Ω) l’ensemble des places de k, on note Ω
f (resp. Ω∞) le
sous-ensemble des places non archime´diennes (resp. archime´diennes). On note kv le
comple´te´ v-adique de k pour chaque v ∈ Ω. On fixe une cloˆture alge´brique k¯ (resp.
k¯v) de k (resp. de kv), telle que le diagramme suivant soit commutatif pour toute
place v.
k¯ // k¯v
k //
OO
kv
OO
On ne conside`re que les fibrations π : X −→ C au-dessus une courbe, i.e. X et C
sont des varie´te´s projectives lisses et ge´ome´triquement inte`gres sur k, dim(C) = 1,
le morphisme π est non constant (donc plat et surjectif), et on suppose toujours
que
⋆ la fibre ge´ne´rique Xη est une varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre sur K, ou` η =
Spec(K) est le point ge´ne´rique de C avec K = k(C) le corps des fonctions de C.
Il existe un ouvert de Zariski non vide U de C tel que pour tout point θ ∈ U
la fibre Xθ soit lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur k(θ), on note D = C \ U
son comple´mentaire, D est alors un ensemble fini de points ferme´s. L’expression
“presque tout” signifie “tout a` l’exception d’un nombre fini”.
De´finition 1.1. (1)Soit z =
∑
niPi ∈ Z0(C) un ze´ro-cycle de C (avec les points
ferme´s Pi diffe´rents deux a` deux). On dit qu’il est se´parable si ni ∈ {0, 1,−1} pour
tout i, il est de´ploye´ (relativement a` une fibration fixe´e π : X −→ C) s’il existe
un k(Pi)-point rationnel sur la fibre XPi pour tout i. (On pourrait dire que z est
de´ploye´ lorsqu’il existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur chaque fibre XPi/k(Pi), mais
dans le pre´sent article on trouvera toujours qu’il existe vraiment un point rationnel
dans chaque fibre.)
(2)Soit y ∈ Z0(C) un ze´ro-cycle, on pose
Z0(X/y) = {z ∈ Z0(X);π∗(z) ∼ y},
ou` dans ce travail ∼ de´note l’e´quivalence rationnelle.
(3)E´tant donne´ P un point ferme´ de Xv = X ×k kv, on fixe un kv-plongement
kv(P ) −→ k¯v, P est vu comme un point kv(P )-rationnel de Xv. On dit qu’un point
ferme´ Q de Xv est suffisamment proche de P (par rapport a` un voisinage UP de P
dans l’espace topologiqueXv(kv(P ))), si Q a corps re´siduel kv(Q) = kv(P ) et si l’on
peut choisir un kv-plongement kv(Q) −→ k¯v tel que Q, vu comme un kv(Q)-point
rationnel de Xv, soit contenu dans UP . En e´tendant Z-line´airement, cela a un sens
de dire que z′v ∈ Z0(Xv) est suffisamment proche de zv ∈ Z0(Xv) (par rapport a`
un syste`me de voisinages des points qui apparaissent dans le support de zv), et on
note z′v ≈ zv dans ce cas. En particulier, deg(z′v) = deg(zv) si z′v ≈ zv. D’apre`s
la continuite´ de l’accouplement de Brauer-Manin, cf. [8] Partie II (0.31), pour un
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sous-ensemble fini B ⊂ Br(Xv), on a 〈z′v, b〉v = 〈zv, b〉v ∈ Br(kv) pour tout b ∈ B
si z′v ≈ zv (par rapport a` B).
1.2. Sous-ensembles hilbertiens ge´ne´ralise´s. On ge´ne´ralise la notion de sous-
ensemble hilbertien des points rationnels a` des points ferme´s.
De´finition 1.2. Soit X une varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre sur un corps de
nombres k. Un sous-ensemble Hil ⊂ X de points ferme´s de X est dit un sous-
ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ s’il existe un morphisme e´tale fini Z
ρ−→ U ⊂ X avec
U un ouvert non vide de X et Z inte`gre tel que Hil soit l’ensemble des points ferme´s
M de U pour lesquels ρ−1(M) est connexe.
Si Hil est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de X, Hil ∩ X(k) est alors un
sous-ensemble hilbertien (classique), cf. [13], 3.2. Les points ferme´s d’un ouvert non
vide de X forment un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de X.
Si X est une varie´te´ normale, soit Hili (i = 1, 2) un sous-ensemble hilbertien
ge´ne´ralise´ de X de´fini par Zi −→ Ui ⊂ X, on note K (resp. Ki) le corps des
fonctions de X (resp. de Zi) et L = K1K2 la composition de K1 et K2 dans K¯.
L’extension L de´finit alors un reveˆtement fini Z −→ X, qui est e´tale au-dessus
d’un ouvert non vide U de U1 ∩ U2 ⊂ X, ainsi de´finit un sous-ensemble hilbertien
ge´ne´ralise´ Hil ⊂ Hil1 ∩ Hil2.
1.3. Approximation faible/forte au niveau de la cohomologie. On rappelle
la discussion dans [2]. Soit X une varie´te´ propre ge´ome´triquement inte`gre. On a un
complexe de groupes abe´liens
CH0(X)
ψ
//
∏
v∈ΩCH0(Xv)
γ
// Hom(Br(X),Q/Z)
ou` l’application γ est induite par l’accouplement de Brauer-Manin∏
v∈Ω
CH0(Xv)×Br(X) −→ Q/Z.
Pour un entier strictement positif m, on a l’application cycle φm : CH0(X) →
H2d(X,Z/mZ(d)) qui se factorise a` travers CH0(X)/m, ou` d = dim(X).
Pour chaque place v, on a la cohomologie modifie´e H˜2d(Xv,Z/mZ(d)) et une
application canonique H2d(Xv,Z/mZ(d)) −→ H˜2d(Xv,Z/mZ(d)), qui est un iso-
morphisme (resp. une fle`che nulle) si v est une place non archime´dienne (resp. une
place complexe), voir [19] et [2] §1 pour plus d’informations. On note φm,v le com-
pose´ de cette fle`che et l’application cycle pour Xv.
Pour un entier strictement positifm, on trouve le diagramme commutatif suivant,
dont la premie`re ligne est un complexe et la deuxie`me ligne est une suite exacte de
groupes abe´liens (cf. [19], [2] §1).
CH0(X)
φm

ψ
//
∏
v∈Ω CH0(Xv)
∏
v φm,v

γ
// Hom(Br(X),Q/Z)

H2d(X,Z/mZ(d))
ψHm //
∏′
v∈Ω H˜
2d(Xv,Z/mZ(d)) // H
2(X,Z/mZ(1))∗
Ici, le groupe
∏′
v∈Ω H˜
2d(Xv,Z/mZ(d)) est de´fini comme le produit restreint des
H˜2d(Xv,Z/mZ(d)) par rapport aux sous-groupesH
2d(Xv,Z/mZ(d)) ⊂ H2d(Xv,Z/mZ(d)),
ou` X est un mode`le entier de X au-dessus d’un ouvert non vide de Spec(Ok). Le
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groupe H2(X,Z/mZ(1))∗ = Hom(H2(X,Z/mZ(1)),Q/Z) est le dual de Pontrya-
gin de H2(X,Z/mZ(1)).
De´finition 1.3. Soit S ⊂ Ωk un ensemble (pas force´ment fini) de places de k.
(⋆)On dit que X satisfait l’approximation au niveau de la cohomologie en S pour
les ze´ro-cycles, si pour tout m ∈ Z>0 et pour toute famille {zv} ∈
∏
v∈ΩCH0(Xv),
il existe une classe de ze´ro-cycle global z = zm ∈ CH0(X) tel que z et {zv}v∈S ont
meˆme image dans
∏
v∈S H˜
2d(Xv,Z/mZ(d)).
(⋆⋆)On dit que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation au
niveau de la cohomologie en S, si pour tout m ∈ Z>0 et pour toute famille {zv} ∈∏
v∈ΩCH0(Xv) orthogonale a` Br(X), il existe une classe de ze´ro-cycle global z =
zm ∈ CH0(X) tel que z et {zv}v∈S ont meˆme image dans
∏
v∈S H˜
2d(Xv,Z/mZ(d)).
- On dit l’approximation forte (resp. l’approximation forte aux places finies) si
(⋆) vaut pour S = Ω (resp. S = Ωf).
- On dit l’approximation faible (resp. l’approximation faible aux places finies) si
(⋆) vaut pour tout sous-ensemble fini S ⊂ Ω (resp. S ⊂ Ωf).
- De manie`re similaire, on de´finit l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a`
l’approximation faible/forte (resp. aux places finies) en utilisant (⋆⋆).
Remarque 1.4.
(i)On peut e´galement de´finir l’obstruction associe´e a` un sous-groupe B ⊆ Br(X)
en remplac¸ant l’application γ par la composition de γ avec la surjection
Hom(Br(X),Q/Z)։ Hom(B,Q/Z).
Ici, pour une fibration π : X → C, on conside`re souvent l’obstruction de Brauer-
Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊆ Br(X).
(ii)On peut restreindre le diagramme a` sous-ensemble CH0(X)
δ = deg−1(δ) ⊂
CH0(X) pour de´finir la notion d’approximation pour les ze´ro-cycles de degre´ δ, ou`
deg : CH0(X)→ Z est l’application degre´.
En remplac¸ant les groupes H˜2d(Xv,Z/mZ(d)) (resp. H
2d(X,Z/mZ(d))) par
CH0(Xv)/m (resp. CH0(X)/m), on peut aussi de´finir la notion d’approximation
faible/forte au niveau du groupe de Chow.
(iii)Soit m un entier strictement positif fixe´, si z′v est suffisamment proche de zv
pour v ∈ S ⊂ Ωf, pour tout e´le´ment b du groupe fini 2 mBr(Xv), on a 〈z′v, b〉v =
〈zv, b〉v ∈ mBr(kv) pour toute v ∈ S ⊂ Ωf, leurs images dans
∏
v∈S H˜
2d(Xv,Z/mZ(d))
co¨ıncident car le morphisme
φm,v : CH0(Xv) −→ H˜2d(Xv,Z/mZ(d))
se factorise comme
CH0(Xv)/m −→ (mBr(Xv))∗ ⊂ H2(Xv,Z/mZ(1))∗ = H2d(Xv,Z/mZ(d))
pour toute v non archime´dienne (cf. §2 de [2] et 2.1(3) de [19])(on ne peut pas dire
grand-chose sur les places re´elles).
(iv)Il n’y a pas de raison que l’approximation faible pour les points rationnels
au sens classique implique l’approximation faible au niveau de la cohomologie pour
les ze´ro-cycles (de degre´ 1).
2. La finitude de mBr(Xv) se de´duit de la suite de Kummer sur Xv plus le the´ore`me de finitude
de la cohomologie e´tale et la suite spectrale d’Hochschild-Serre.
PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES ZE´RO-CYCLES - I 7
1.4. Cas ou` X = C est une courbe. Les re´sultats pour X = C une courbe
viennent principalement des articles de S. Saito [20] et de Colliot-The´le`ne [2]. Dans
son article [20], S. Saito a e´te´ le premier a` montrer que, en supposant la finitude
de X(Jac(C)), l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
pour les ze´ro-cycles de degre´ 1. Dans [10], Eriksson et Scharaschkin ont donne´ un
re´sultat plus pre´cis et une de´monstration plus simple du meˆme re´sultat. Dans [2],
Colliot-The´le`ne a discute´ l’approximation pour les ze´ro-cycles, en particulier, il a
rede´montre´ le re´sultat de Saito. Avec un argument supple´mentaire duˆ a` Colliot-
The´le`ne, on a le re´sultat plus utile et plus pre´cis suivant, qui implique que l’obs-
truction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation forte au niveau du groupe
de Chow pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
The´ore`me 1.5 (Colliot-The´le`ne). Soit C une courbe projective lisse ge´ome´trique-
ment inte`gre sur un corps de nombres k avec X(Jac(C)) fini. On suppose qu’il
existe une famille de ze´ro-cycles {zv}v∈Ω de degre´ δ telle que {zv}⊥Br(C).
On fait l’hypothe`se qu’il existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur C.
Alors, pour tout entier strictement positif m, il existe un ze´ro-cycle zm ∈ Z0(C)
de degre´ δ et pour chaque v ∈ Ω un ze´ro-cycle tv de degre´ 0, tels que zm ∼ zv+mtv ∈
Z0(Cv) pour toute v ∈ Ω.
De´monstration. On fixe un ze´ro-cycle de degre´ un z0 ∈ Z0(C). On trouve une
immersion ferme´e C −→ J de´finie par P 7→ P−z0, ou` J = Jac(C) est la jacobienne
de C. On identifie le groupe des classes de ze´ro-cycles de degre´ ze´ro CH0(C)
0 avec
J(k) (resp. CH0(Cv)
0 avec J(kv) pour toute v ∈ Ω).
D’apre`s le the´ore`me 0.2 (applique´ a` id : C → C) de van Hamel [24] (et la
remarque 1.1(ii) de [25]), on trouve le diagramme suivant dont la premie`re ligne est
une suite exacte.
Ĵ(k) //

∏
v∈Ω J(kv)• //

Hom(Br(C),Q/Z)
Ĵ(k)/mĴ(k) //
∏
v∈Ω J(kv)•/mJ(kv)•
Ici ̂ est le comple´te´ profini, d’apre`s le the´ore`me de Mordell-Weil J(k)/mJ(k) ≃
Ĵ(k)/mĴ(k). Le groupe J(kv)• est le groupe compact J(kv) si v est une place non
archime´dienne, il est le groupe des composantes connexes π0(J(kv)) si v est une
place archime´dienne.
Maintenant, soit {zv} une famille de ze´ro-cycles de degre´ δ orthogonale a` Br(C),
on note z′ = δz0 un ze´ro-cycle global de degre´ δ.On conside`re {z′−zv} ∈
∏
v∈Ω J(kv)•,
il donne 0 dans Hom(Br(C),Q/Z) car {z′ − zv}⊥Br(C). Avec le diagramme ci-
dessus, pour chaque m entier strictement positif, on trouve une classe de ze´ro-
cycles cl(z′m) ∈ CH0(C)0 = J(k) telle que les images de z′m et de z′ − zv soient
les meˆmes dans J(kv)•/mJ(kv)• pour toute v ∈ Ω. Si v est une place complexe,
J(kv)•/mJ(kv)• = J(kv)/mJ(kv) = 0 car J(C) est m-divisible. Si v est une place
re´elle, J(kv)•/mJ(kv)• = (J(kv)/2)/m = J(kv)/mJ(kv) car J(R)
o = NC/R(J(C)) =
2J(R) estm-divisible. Si v est une place non archime´dienne, c’est clair que J(kv)•/mJ(kv)• =
J(kv)/mJ(kv). Donc zv et zm = z
′− z′m ont meˆme image dans J(kv)/mJ(kv) pour
toute v ∈ Ω, ceci de´montre l’e´nonce´ voulu. On remarque que cet argument ne
marche que pour une courbe. 
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Remarque 1.6. (i)D’apre`s [2], Proposition 3.3, l’hypothe`se qu’il existe un ze´ro-
cycle de degre´ 1 sur C est automatiquement satisfaite lorsque’il existe une famille
de ze´ro-cycles locaux de degre´ 1 orthogonale a` Br(C) (en supposant la finitude du
groupe X(Jac(C))). C’est le cas si C = P1 ou si δ = 1.
(ii)Sans supposer qu’il existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur C, la meˆme conclusion
du the´ore`me 1.5 reste valable quand k est totalement imaginaire. En fait, on peut
faire l’argument suivant. On fixe un ze´ro-cycle global z0 de C et on note δ0 son
degre´. E´tant donne´s {zv}⊥Br(C) et m ∈ Z>0 comme dans le the´ore`me 1.5, vu
l’injectivite´ CH0(Cv)/m →֒ H2(Cv ,Z/mZ(1)) = H˜2(Cv,Z/mZ(1)) pour toute v ∈
Ωf, la proposition 3.3 de [2] (applique´e au mδ0) donne un ze´ro-cycle global z
′
mδ0
et
un ze´ro-cycle local x′v pour chaque v ∈ Ωf, tels que z′mδ0 ∼ zv +mδ0x′v pour toute
v ∈ Ωf. On note δ′ le degre´ de x′v (qui ne de´pend pas de v ∈ Ωf), on ve´rifie que
zm = z
′
mδ0
−mδ′z0 et tv = δ0x′v−mδ′z0 pour toute v ∈ Ωf satisfont la conclusion du
the´ore`me 1.5. Pour une place complexe v, le ze´ro-cycle zm−zv est de degre´ 0, puisque
CH0(Cv)
0 = J(C) est m-divisible, ou` CH0(Cv)
0 = ker(deg : CH0(Cv) −→ Z) et
ou` J est la jacobienne de C, le ze´ro-cycle zm − zv s’e´crit alors comme mtv pour un
certain tv ∈ Z0(Cv).
(iii)Soit {zv}v∈Ω une famille de ze´ro-cycles locaux sur C, l’hypothe`se {zv}⊥Br(C)
implique que deg(zv) = δv = δ
f ne de´pend pas de v ∈ Ωf. En fait, soient v1, v2 ∈ Ωf
deux places non archime´diennes diffe´rentes, on conside`re {αv} ∈
⊕
v∈ΩBr(kv) tel
que invv1(αv1) = 1/n, invv2(αv2 ) = −1/n, et invv(αv) = 0 pour toutes les autres
places v. D’apre`s la suite exacte 0→ Br(k)→⊕v∈ΩBr(kv)→ Q/Z→ 0, la famille
{αv}v∈Ω provient d’e´le´ment α ∈ Br(k), on note encore α son image dans Br(C).
La condition 〈{zv}, α〉 = 0 implique que δv1 ≡ δv2(mod n). En variant n ∈ Z>0,
on trouve δv1 = δv2 . De la meˆme manie`re, on a deg(zv) ≡ δf(mod 2) pour toute
place re´elle v. Cet argument reste valable pour une varie´te´ quelconque au lieu d’une
courbe C.
2. E´nonce´s des the´ore`mes principaux et quelques applications
Premie`rement, on e´nonce les the´ore`mes plus pre´cis 2.1, 2.2. Ensuite, on donne
quelques applications.
2.1. The´ore`mes principaux.
Principe de Hasse pour les ze´ro-cycles sur X
The´ore`me 2.1. Soit π : X −→ C une fibration a` fibres ge´ome´triquement inte`gres
avec X(Jac(C)) fini. Soient Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de C et δ un
entier. Supposons que pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait le principe
de Hasse (pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 ou pour les points rationnels).
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊂ Br(X)
est la seule a` l’existence d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur X.
Approximation faible/forte pour les ze´ro-cycles sur X
The´ore`me 2.2. Soit π : X −→ C une fibration a` fibres ge´ome´triquement inte`gres
avec X(Jac(C)) fini. Soient Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de C et δ
un entier.
On suppose, lorsque k a une place re´elle, qu’il existe une famille de ze´ro-cycles
locaux de degre´ 1 orthogonale a` π∗Br(C).
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(1)On suppose que pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait l’approxi-
mation faible pour les points rationnels (resp. l’approximation faible au niveau de
la cohomologie aux places finies pour les ze´ro-cycles de degre´ 1).
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊂ Br(X)
est la seule a` l’approximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies
pour les ze´ro-cycles de degre´ δ.
(2)On suppose, de plus, que
(H CH0) l’application CH0(Xv) −→ CH0(Cv) est injective pour presque toute place
v ∈ Ωk.
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊂ Br(X)
est la seule a` l’approximation forte au niveau de la cohomologie aux places finies
pour les ze´ro-cycles de degre´ δ.
Remarque 2.3. L’hypothe`se (H CH0) que CH0(Xv) −→ CH0(Cv) soit injective
pour presque toute place v ∈ Ωk est ve´rifie´e pour certaines fibrations. Par exemple,
si la fibre ge´ne´rique Xη est une quadrique sur k(C) de dimension d > 3, la fibration
X −→ C ve´rifie (H CH0), voir [17], The´ore`me 5.2, et les re´fe´rences de cet article-
la`. Si la fibre ge´ne´rique Xη est une varie´te´ de Severi-Brauer d’indice sans facteurs
carre´s, la fibration X −→ C ve´rifie e´galement (H CH0), voir [11], The´ore`me 4.8.
Plus ge´ne´ralement, dans son article [25], Wittenberg de´montre que l’hypothe`se (H
CH0) est ve´rifie´e si la fibre ge´ne´rique Xη est rationnellement connexe sur k(C), cf.
le corollaire 2.2 de [25].
Remarque 2.4. En concernant le the´ore`me 2.1, la de´monstration ci-dessous utilise
un argument de type d’approximation pour les ze´ro-cycles sur C (The´ore`me 1.5,
Lemme 3.7). Donc, meˆme si l’on suppose qu’il existe un ze´ro-cycle global de degre´ 1
sur C, l’hypothe`se sur la finitude de X(Jac(C)) est ine´vitable. Cependant, Colliot-
The´le`ne montre dans [5] ce the´ore`me pour les solides de Poonen (ou` C(k) 6= ∅ cf.
les applications ci-dessous) sans supposer la finitude de X(Jac(C)).
Corollaire 2.5. Avec les meˆme notations des the´ore`mes 2.1 et 2.2, soit C = P1
la droite projective. Supposons la meˆme hypothe`se que celle du the´ore`me 2.1 (resp.
du the´ore`me 2.2) sur les fibres. Alors le principe de Hasse (resp. l’approximation
faible/forte au niveau de la cohomologie aux places finies) vaut pour les ze´ro-cycles
de degre´ 1 (resp. de degre´ δ) sur X.
La partie concernant le principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 dans ce
corollaire (avec Hil l’ensemble des points ferme´s d’un certain ouvert non vide de C)
est e´galement une conse´quence du the´ore`me 4.1 de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer [7].
2.2. Applications.
Surfaces re´gle´es et fibrations en varie´te´s de Severi-Brauer
Les re´sultats de ce paragraphe ont e´te´ montre´s par Colliot-The´le`ne [3], Frossard
[12], et van Hamel [24].
SoitX −→ C une surface re´gle´e (i.e. une surface fibre´e en coniques : sa fibre ge´ne´-
rique est un conique) a` fibres ge´ome´triquement inte`gres, en supposant la finitude du
groupe X(Jac(C)), d’apre`s les the´ore`mes 2.1, 2.2, l’obstruction de Brauer-Manin
associe´e a` π∗Br(C) est la seule au principe de Hasse et a` l’approximation forte au
niveau de la cohomologie aux places finies pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
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Plus ge´ne´ralement, soit X −→ C une fibration en varie´te´s de Severi-Brauer
(resp. d’indice sans facteur carre´) a` fibres ge´ome´triquement inte`gres, en supposant
la finitude du groupe X(Jac(C)), d’apre`s les the´ore`mes 2.1, 2.2, l’obstruction de
Brauer-Manin associe´e a` π∗Br(C) est la seule au principe de Hasse et a` l’approxi-
mation faible (resp. forte) au niveau de la cohomologie aux places finies pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X. En fait, lorsqu’une varie´te´ de Severi-Brauer a une
famille de ze´ro-cycles de degre´ 1 locaux, elle a un point ade´lique (par l’argument de
restriction-corestriction du groupe de Brauer), ainsi un point global (par la suite
exacte 0→ Brk → ⊕v∈ΩBrkv → Q/Z→ 0), elle est alors isomorphe a` un espace
projectif qui satisfait l’approximation faible au niveau de la cohomologie pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1.
On remarque que, dans Frossard [12], on ne demande pas qu’une fibration en
varie´te´s de Severi-Brauer soit a` fibres ge´ome´triquement inte`gres, dans ce cas-la`,
l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Br(X) est ne´cessaire, le sous-
groupe π∗Br(C) ne suffit pas. Dans son article re´cent [25], Wittenberg montre que
l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a` l’approxi-
mation forte au niveau du groupe de Chow) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur
toute fibration en varie´te´s de Severi-Brauer au-dessus une courbe (en supposant la
finitude du groupe de Tate-Shafarevich).
Fibrations en surfaces de Chaˆtelet - Solides de Poonen
Dans un article re´cent [18], Poonen construit une fibration en surfaces de Chaˆtelet
X au-dessus d’une courbe C, telle que
(1) X n’a pas de point k-rationnel et
(2) il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin 3 au principe de Hasse pour les points
rationnels.
On rappelle que la fibration X −→ C est le pull-back de V −→ P1 via un
morphisme dominant C −→ P1, ou` V est la compactification standard de son
ouvert V0 de´fini par l’e´quation
y2 − az2 = u2P˜∞(r, w) + v2P˜0(r, w)
dans P1 × P1 × A1 × A1, et ou` la fibration est donne´e par la premie`re projection
(u : v; r : w; y, z) 7→ (u : v). Ici a ∈ k∗ \ k∗2, P˜∞(r, w) et P˜0(r, w) sont les homoge´-
ne´isations des polynoˆmes P∞(x), P0(x) ∈ k[x] de degre´ 4. On a une factorisation
V
 %%
KKK
KK
KK (u : v; r : w; y, z)_


**TTT
TTTT
TT
P1 P1 × P1oo (u : v) (u : v; r : w)oo
Une courbe lisse inte`gre Z1 ⊂ P1 × P1 est de´finie par
0 = u2P˜∞(r, w) + v
2P˜0(r, w),
Z1 −→ P1 est alors un morphisme fini plat. On restreint a` l’ouvert ou` v 6= 0, w 6= 0,
l’e´quation de la fibration V −→ P1 s’e´crit (avec t = u/v, x = r/w)
V : y2 − az2 = Pt(x);V −→ P1 : (t, x, y, z) 7→ t,
ou` Pt(x) = t
2P∞(x) + P0(x) ∈ k(t)[x]. (En fait, l’argument suivant marchera bien
pour un polynoˆme Pt(x) quelconque de degre´ 4 en x, lorsque Z1 ⊂ P1 × P1 de´fini
par Pt(x) = 0 est une courbe inte`gre.) Pour un morphisme dominant quelconque
3. De plus, il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin e´tale, voir [18] pour plus des de´tails.
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ψ : C −→ P1, le produit fibre´ Z = C ×P1 Z1 est une courbe inte`gre si les lieux de
branchement de Z1 −→ P1 et de C −→ P1 ne se rencontrent pas (cf. Lemme 7.1 de
[18]). Le reveˆtement Z −→ C de´finit alors un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´
HilC de C. Pour tout point ferme´ θ de C, la fibre Xθ est de´finie par y
2−az2 = Pθ(x)
avec Pθ(x) = ψ(θ)
2P∞(x) + P0(x) ∈ k(θ)[x]. La condition θ ∈ HilC signifie que le
polynoˆme Pθ(x) est irre´ductible sur k(θ), la fibre Xθ satisfait donc le principe de
Hasse et l’approximation faible pour les points rationnels, cf. The´ore`me 8.11 de
Colliot-The´le`ne/Sansuc/Swinnerton-Dyer [6]. On sait aussi que toutes ses fibres
sont ge´ome´triquement inte`gres.
Dans [5], Colliot-The´le`ne a montre´ qu’il existe un ze´ro-cycle global de degre´ 1
sur une telle X avec quelques hypothe`ses supple´mentaires, disons
(i) la fibre V∞ est lisse posse´dant les points rationnels localement partout,
(ii) l’ensemble C(k) est non vide fini,
(iii) l’image de C(k) par C −→ P1 est contenue dans {∞}.
(Le point (iii) avec la finitude de C(k) assure que l’obstruction au principe de Hasse
associe´e a` π∗Br(C) disparaˆıt, cf. [18].)
En fait, meˆme si l’on n’a plus ces hypothe`ses supple´mentaires, en supposant
la finitude de X(Jac(C)), le the´ore`me 2.1 (resp. 2.2) assure que l’obstruction de
Brauer-Manin associe´e au sous-groupe π∗Br(C) ⊂ Br(X) est la seule au principe
de Hasse (resp. a` l’approximation forte au niveau de la cohomologie 4 aux places
finies) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X. Ceci rede´montre le re´sultat principal
de Colliot-The´le`ne [5] en supposant la finitude de X(Jac(C)).
Autres exemples
(1)On conside`re une fibration X −→ P1 de´finie comme suit. Sa restriction a`
P1 \∞ est de´finie dans P2 × A1 par
X0 : A(t)x
2 +B(t)y2 + C(t)z2 = 0
X0 −→ A1 = P1 \∞; (x : y : z, t) 7→ t
ou` A(t), B(t), C(t) ∈ k[t] sont des polynoˆmes sans racines communes, on suppose
que deg(A(t)) ≡ deg(B(t)) ≡ deg(C(t))(mod 2). On pose
A(t) = a0 + a1t
1 + · · ·+ ad1td1 ,
B(t) = b0 + b1t
1 + · · ·+ bd2td2 ,
C(t) = c0 + c1t
1 + · · ·+ cd3td3 .
On peut supposer que d1 > d2 > d3. La fibration restreinte a` P
1 \ 0 est de´finie par
X∞ : A∞(t
′)x′2 +B∞(t
′)y′2 + C∞(t
′)z′2 = 0
X∞ −→ A1 = P1 \ 0; (x′ : y′ : z′, t′) 7→ t′,
ou`
A∞(t
′) = ad1 + ad1−1t
′1 + · · ·+ a0t′d1 ,
B∞(t
′) = bd2 + bd2−1t
′1 + · · ·+ b0t′d2 ,
C∞(t
′) = cd3 + cd3−1t
′1 + · · ·+ c0t′d3 .
Si l’on recolleX0 etX∞ via l’isomorphisme donne´ par t
′ = 1/t, x′ = x, y′ = yt
d2−d1
2 ,
et z′ = zt
d3−d1
2 , on de´finit alors un morphisme X −→ P1. C’est une fibration (a`
fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre) si le polynoˆme A(t)x2+B(t)y2+C(t)z2 ∈
4. Ceci devrait e´galement valoir au niveau du groupe de Chow, si l’e´nonce´ (E) dans la remarque
a` la fin de cet article e´tait e´tabli.
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k(t)[x, y, z] est irre´ductible sur k(t), c’est toujours le cas si A(t), B(t), C(t) ∈ k(t)
sont non nuls. On peut ve´rifier que toutes les fibres contiennent une composante
irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre si les conditions sui-
vantes sont ve´rifie´es (les the´ore`mes concerne´s sont encore valables avec l’hypothe`se
sur les fibres, cf. les lemmes 2.2 et 2.3 de Skorobogatov [22]),
(i) −1 ∈ k∗2;
(ii-a) B(α)/C(α) ∈ k(α)∗2, pour tout α ∈ k¯ tel que A(α) = 0;
(ii-b) C(α)/A(α) ∈ k(α)∗2, pour tout α ∈ k¯ tel que B(α) = 0;
(ii-c) A(α)/B(α) ∈ k(α)∗2, pour tout α ∈ k¯ tel que C(α) = 0.
D’apre`s le corollaire 2.5, le principe de Hasse/l’approximation faible au niveau de
la cohomologie aux places finies vaut pour les ze´ro-cycles de degre´ δ sur X.
Soit C −→ P1 un morphisme non constant quelconque, si l’on suppose que
X(Jac(C)) est fini, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e a` π∗Br(C) est la seule
au principe de Hasse/a` l’approximation faible au niveau de la cohomologie aux
places finies pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X ×P1 C d’apre`s le the´ore`me 2.1,
2.2.
Pour un exemple explicite, on pose k = Q(
√−1,√5,√6,√7), A(t) = t+3, B(t) =
(t2 − 2)(t+ 2), C(t) = t− 3, et on suppose que C est une courbe hyper-elliptique,
dont le groupe X(Jac(C)) est fini, de´finie par u2 = P (v) avec P (v) ∈ k[v]. Alors,
le principe de Hasse/l’approximation faible au niveau de la cohomologie aux places
finies vaut pour les ze´ro-cycles sur la varie´te´ projective de´finie par l’e´quation affine
(t+ 3)x2 + (t2 − 2)(t+ 2)y2 + (t− 3) = 0.
L’obstruction de Brauer-Manin (associe´e a` π∗Br(C)) au principe de Hasse/a` l’ap-
proximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les ze´ro-cycles
de degre´ 1 est la seule pour la varie´te´ projective de´finie sur k par l’e´quation affine
(
√
P (v) + 3)x2 + (P (v)− 2)(
√
P (v) + 2)y2 + (
√
P (v)− 3) = 0,
si X(Jac(u2 = P (v))) est un groupe fini.
(2)Pour une fibration au-dessus de P1 dont la fibre ge´ne´rique est de´finie par
l’e´quation
n∑
i=1
ai(t)x
2
i = 0
avec ai(t) ∈ k(t) de degre´ pair (ou impair) tels que les divP1(ai) sont diffe´rents deux
a` deux et n > 4, de la meˆme fac¸on que (1), on trouve facilement un mode`le projectif
explicite X −→ P1, qui est une fibration a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre
si au moins trois des ai(t) sont non nuls. On ve´rifie que toutes les fibres contiennent
une composante irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre.
Pour un morphisme non constant entre des courbes C −→ P1 avec X(Jac(C))
un groupe fini, on pose XC = X ×P1 C. D’apre`s le the´ore`me 2.1, le principe de
Hasse vaut pour les ze´ro-cycles de degre´ δ sur X, l’obstruction de Brauer-Manin au
principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur XC est la seule.
3. Preuves des the´ore`mes
On va de´montrer les the´ore`mes 2.1 et 2.2. Un outil important consiste en les
lemmes de de´placement, qui permettent de ramener les questions sur les ze´ro-cycles
aux questions sur les points rationnels. On applique la me´thode de Colliot-The´le`ne
[3], voir aussi [12], avec le the´ore`me des fonctions implicites et le the´ore`me de
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Lang-Weil, on obtient l’existence d’un ze´ro-cycle global. A` l’aide de l’application de
Gysin en cohomologie e´tale, on arrive aux e´nonce´s autour de l’approximation pour
les ze´ro-cycles.
3.1. Lemmes de de´placement. Les lemmes de ce type sont connus depuis long-
temps, on les e´nonce ici pour le confort du lecteur.
Lemme 3.1. Soient X une varie´te´ inte`gre re´gulie`re sur un corps parfait infini k,
et U un ouvert non vide de X. Alors tout ze´ro-cycle z de X est rationnellement
e´quivalent, sur X, a` un ze´ro-cycle z′ a` support dans U.
De´monstration. On trouve une de´monstration en de´tails dans [4] §3. 
Lemme 3.2. Soit π : X −→ C un morphisme propre non constant au-dessus d’une
courbe C sur un corps parfait infini k. On suppose que X et C sont des varie´te´s
lisses projectives ge´ome´triquement inte`gres sur k. Soit D un ensemble fini de points
ferme´s de C, on fixe z0 un ze´ro-cycle effectif de X.
Alors, pour tout z ∈ Z0(X), il existe un entier positif r0 tel que, pour tout r > r0,
z+rz0 soit rationnellement e´quivalent sur X a` un ze´ro-cycle effectif zr tel que π∗(zr)
soit se´parable a` support en dehors de D et de π∗(z0).
De´monstration. Voir [3] Lemme 3.2, la meˆme de´monstration fonctionne pour z0
remplac¸ant un point ferme´. 
3.2. Lang-Weil + Hensel. Quand on applique la me´thode des fibrations, on a
besoin d’estimations de Lang-Weil avec le lemme de Hensel pour assurer que des
fibres ont des points rationnels locaux pour presque toutes les places.
Lemme 3.3. Soit X −→ C une fibration a` fibres ge´ome´triquement inte`gres, il
existe alors un sous-ensemble fini T de places de k tel que pour tout point ferme´
θ ∈ C avec Xθ lisse on ait Xθ(k(θ)w) 6= ∅ pour toute place w au-dessus d’une place
v ∈ Ωk \ T.
De´monstration. La preuve suivante suit une partie de la preuve du lemme 1.2 de
Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [7].
Il existe un sous-ensemble fini T de places de k et un mode`le entier Π : X −→ C
au-dessus de OT de l’application π : X −→ C avec Π un morphisme projectif plat.
On pose U = C \ D et on note U un mode`le de U au-dessus de OT , ou` D est le
sous-ensemble des points ferme´s correspondant a` une fibre non lisse. En augmentant
T, on peut demander e´galement que toutes les fibres de la restriction Π|U soient
ge´ome´triquement inte`gres lisses. Le polynoˆme de Hilbert est constant pour une
famille projective plate d’espace de parame`tre connexe. Toutes les fibres de Π|U
sont alors ge´ome´triquement inte`gres projectives lisses de dimension d fixe´e et de
degre´ n (pour la famille entie`re) dans un espace projectif de dimension r fixe´e. La
fibre en un point ferme´ u de U est projective lisse ge´ome´triquement inte`gre sur un
corps fini k(u). D’apre`s les estimations de Lang-Weil [14], si la cardinalite´ de k(u)
est plus grande qu’une constante c, qui ne de´pend que de d, n et r, une telle fibre a
un k(u)-point (lisse). Le lemme de Hensel assure que Xθ(k(θ)w) 6= ∅ (θ ∈ U) ou` u
est dans l’adhe´rence de θ dans C de´finissant une place non archime´dienne de k(θ).
En augmentant T, on peut supposer que pour toute w ∈ Ωk(θ) en dehors de T on
ait |k(θ)(w)| > c. 
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3.3. Lemme d’irre´ductibilite´ de Hilbert. Avec le lemme suivant, qui est en
un certain sens une version effective du the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert, on
peut approximer certains ze´ro-cycles effectifs locaux par un point ferme´ global ap-
partenant a` un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil. C’est la version pour les
ze´ro-cycles du the´ore`me 1.3 de Ekedahl [9].
Lemme 3.4. Soit C une courbe projective lisse ge´ome´triquement inte`gre de genre
g sur un corps de nombres k. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de C.
Soit y ∈ Z0(C) un ze´ro-cycle effectif de degre´ d > 2g. On fixe S un sous-ensemble
fini de Ωk. On suppose que zv ∈ Z0(Cv) est un ze´ro-cycle effectif se´parable de degre´
d a` support disjoint de supp(y) rationnellement e´quivalent a` y ×k kv sur Cv pour
tout v ∈ S.
Alors il existe un point ferme´ θ de C de degre´ d, tel que
(1) θ ∈ Hil,
(2) θ soit rationnellement e´quivalent a` y,
(3) θ soit suffisamment proche de zv pour tout v ∈ S.
De´monstration. Pour chaque v ∈ S, on e´crit zv − y = divCv(fv) avec une certaine
fonction fv ∈ k∗v(Cv)/k∗v . Comme deg(y) = d > 2g, d’apre`s le the´ore`me de Riemann-
Roch, Γ(C,OC(y)) est un espace vectoriel de dimension r = d + 1 − g > g + 1.
l’approximation faible applique´e a` l’espace projectif Pr−1 nous donne une fonction
f ∈ k(C)∗/k∗ tel que
(i) f soit suffisamment proche de fv pour tout v ∈ S,
(ii) divC(f) = y
′ − y avec y′ un ze´ro-cycle effectif a` support hors de supp(y).
D’apre`s une version convenable du lemme de Krasner, (i) implique que, pour
tout v ∈ S, le ze´ro-cycle y′ est suffisamment proche de zv et donc se´parable.
La fonction f de´finit alors un k-morphisme ψ : C −→ P1 tel que ψ∗(∞) = y et
ψ∗(0) = y′. Supposons que le sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil est de´fini par
un morphisme fini e´tale Z −→ U ⊂ C avec Z une varie´te´ inte`gre. La composition
ϕ : Z −→ C −→ P1 de´finit un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil′ de P1 de la
fac¸on suivante : En enlevant un ensemble fini ψ(C \U) de points ferme´s et les points
ramifie´s, on trouve un ouvert non vide U ′ de P1 tel que ψ−1(U ′) ⊂ U et tel que ϕ soit
e´tale sur Z ′ = ϕ−1(U ′), le morphisme ϕ|Z′ : Z
′ → U ′ ⊂ P1 de´finit alors Hil′. Une fois
qu’un point ferme´ θ′ de P1 appartient a` Hil′, l’image re´ciproque θ = ψ−1(θ′) est un
point ferme´ de C appartenant a` Hil. D’apre`s le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert
(de version effective par Ekedahl [9], The´ore`me 1.3), il existe un point k-rationnel θ′
de P1 appartenant a` Hil′ et suffisamment proche de 0 ∈ P1(kv) pour chaque v ∈ S.
Comme y′ = ψ∗(0) est un ze´ro-cycle se´parable, le morphisme ψ est alors e´tale en
chaque point ferme´ apparaissant dans y′, d’ou` θ = ψ∗(θ′) = ψ−1(θ′) ∈ Hil est un
ze´ro-cycle suffisamment proche de y′×k kv pour tout v ∈ S. Vus comme ze´ro-cycles
sur C, on a θ ∼ y. 
3.4. Proposition cle´. La proposition suivante joue un roˆle crucial.
Proposition 3.5. Soient π : X −→ C une fibration a` fibres ge´ome´triquement
inte`gres et D un sous-ensemble fini de points ferme´s de C. Soit Hil un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ de C. Soit y ∈ Z0(C) un ze´ro-cycle (pas ne´cessairement effectif)
a` support en dehors de D. Supposons qu’il existe une famille {zv} de ze´ro-cycles de
Xv telle que zv ∈ Z0(Xv/y) pour toute v ∈ Ω. Alors,
(0)Pour tout sous-ensemble fini S de Ω, il existe un entier positif s0 tel que, pour
tout entier s > s0, il existe les donne´es suivantes :
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(i)un ze´ro-cycle effectif z0 ∈ Z0(X) tel que y0 = π∗(z0) ∈ Z0(C) est a` support
hors de D;
(ii)pour chaque v ∈ S, un ze´ro-cycle effectif τv ∈ Z0(Xv) rationnellement e´qui-
valent a` zv + (s+ 1)z0 sur Xv tel que π∗(τv) soit se´parable a` support hors de D;
(iii)un point ferme´ θ ∈ Hil de degre´ d tel que θ soit de´ploye´ localement partout,
et tel que comme ze´ro-cycle θ soit suffisamment proche de π∗(τv) pour toute v ∈ S,
et θ − (s+ 1)y0 soit rationnellement e´quivalent a` π∗(zv) sur Cv pour toute v ∈ Ω.
(1)De plus, on suppose que pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait le
principe de Hasse pour l’existence de points rationnels (ou l’existence de ze´ro-cycles
de degre´ 1). Alors il existe un ze´ro-cycle z ∈ Z0(X) tel que π∗(z) soit suffisamment
proche de π∗(τv) − (s + 1)y0 ∈ Z0(Cv) pour toute v ∈ S et tel que π∗(z) ∼ π∗(zv)
pour toute v ∈ Ω.
(2)De plus, on suppose que pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait
l’approximation faible pour les points rationnels. Alors on peut choisir z ∈ Z0(X)
tel que z soit suffisamment proche de τv − (s+1)z0 et tel que τv − (s+1)z0 ∼ zv ∈
Z0(Xv), ainsi π∗(z) soit suffisamment proche de π∗(τv)− (s+1)y0 et π∗(τv)− (s+
1)y0 ∼ π∗(zv) ∈ Z0(Cv) pour toute v ∈ S.
De´monstration. D’apre`s les estimations de Lang-Weil et le lemme de Hensel (cf.
Lemme 3.3), il existe un sous-ensemble fini T ⊂ Ω tel que pour tout point ferme´
x ∈ C \ D la fibre Xx ait un k(x)w-point rationnel pour toute place w au-dessus
d’une place v ∈ Ωk \ T.
On peut supposer que S ⊇ T.
On prend un ze´ro-cycle effectif z0 qui est un multiple d’un point ferme´ de X tel
que deg(z0) soit suffisamment grand, et tel que y0 = π∗(z0) ∈ Z0(C) soit a` support
hors de D. Le lemme 3.1 de [3] implique qu’il existe un ze´ro-cycle effectif se´parable
y1 ∼ y + y0 ∈ Z0(C) a` support en dehors de D.
On pose tv = zv + z0 ∈ Z0(Xv/y1). D’apre`s le lemme de de´placement 3.2, on
trouve alors un entier s0 suffisamment grand (qui de´pend de S) tel que pour tout
s > s0 et toute v ∈ S il existe un ze´ro-cycle effectif τv ∼ tv + sz0 = zv + (s +
1)z0 ∈ Z0(Xv) tel que π∗(τv) soit se´parable, de´ploye´, et a` support en dehors de
D ∪ supp(y0) ∪ supp(y1).
On a alors, pour toute v ∈ S, π∗(τv) ∼ y1 + sy0 ∈ Z0(Cv), deg(π∗(τv)) suffisam-
ment grand. On applique le lemme 3.4 et on trouve θ ∈ Hil. Pour v ∈ S l’image
de θ dans Z0(Cv) est de´ploye´e par le the´ore`me des fonctions implicites, pour v /∈ S
c’est aussi le cas par les estimations de Lang-Weil. Donc θ est de´ploye´ localement
partout.
On sait que θ ∼ y1 + sy0, y1 ∼ y + y0 et zv ∈ Z0(Xv/y) pour toute v ∈ Ω,
donc θ − (s+ 1)y0 ∼ π∗(zv) pour toute v ∈ Ω. On sait aussi que pour toute v ∈ S,
θ ∼ y1 + sy0 ∼ π∗(τv) ∈ Z0(Cv). Ceci comple`te la preuve de l’assertion (0).
(1)De plus, si pour tout point ferme´ appartenant a` Hil, la fibre en ce point satisfait
le principe de Hasse, alors il existe un ze´ro-cycle global de degre´ 1 sur la k(θ)-varie´te´
Xθ, i.e. il existe z
′ ∈ Z0(X) tel que π∗(z′) = θ, on pose z = z′ − (s + 1)z0 alors
π∗(z) = θ − (s+ 1)y0.
(2)De plus, si pour tout point ferme´ appartenant a` Hil, la fibre en ce point satisfait
l’approximation faible pour les points rationnels, alors on peut choisir z′ ∈ Z0(X)
suffisamment proche de τv pour v ∈ S par le the´ore`me des fonctions implicites,
alors z = z′− (s+1)z0 est suffisamment proche de τv− (s+1)z0 et τv− (s+1)z0 ∼
zv ∈ Z0(Xv) pour toute v ∈ S. 
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Remarque 3.6. Dans l’assertion (2), il semble qu’on ne peut pas avoir z ∼ τv −
(s+1)z0 ∼ zv ∈ Z0(Xv) ge´ne´ralement. Dans des cas particuliers d’une fibration en
coniques au-dessus d’une courbe ou une fibration en varie´te´s de Severi-Brauer au-
dessus d’une courbe, on peut assurer dans les assertions respectivement a` (2) que le
ze´ro-cycle global obtenu est localement rationnellement e´quivalent aux ze´ro-cycles
locaux donne´s.
3.5. Preuves des the´ore`mes. Afin de montrer les the´ore`mes, on a besoin d’un
lemme.
Lemme 3.7. Soit X −→ C une fibration avec X(Jac(C)) fini. Soit {zv} ∈∏
v∈Ω Z0(Xv) une famille de ze´ro-cycles de degre´ δ a` support en dehors de D telle
que {π∗(zv)}⊥Br(C). On suppose, lorsque k a une place re´elle, qu’il existe une
famille de ze´ro-cycles locaux de degre´ 1 orthogonale a` π∗Br(C).
Alors pour tout entier strictement positif m, il existe {xv} ∈
∏
v∈Ω Z0(Xv) de
degre´ 0 et il existe y ∈ Z0(C) de degre´ δ a` support en dehors de D tel que pour
toute v ∈ Ω on ait z′v = zv +mxv ∈ Z0(Xv/y).
De´monstration. Il existe toujours un ze´ro-cycle de degre´ positif sur la k(C)-varie´te´
Xη, on note son degre´ n. On fixe un nombre entier positif a. Comme {π∗(zv)}⊥Br(C),
d’apre`s le the´ore`me de Colliot-The´le`ne 1.5, on trouve y ∈ Z0(C) de degre´ δ et
tv ∈ Z0(Cv) de degre´ 0 tels que y ∼ π∗(zv) +mantv ∈ Z0(Cv).
On peut supposer que y et tv ont leurs supports en dehors de D d’apre`s le lemme
de de´placement 3.1.
Il existe un ouvert non vide U de C tel que pour toutQ ∈ U, il existe un ze´ro-cycle
de degre´ n surXQ/k(Q).On peut supposer aussi que les tv ont leurs supports dans U
par le lemme 3.1, il existe alors, pour toute v ∈ Ω, x′v ∈ Z0(Xv) tel que π∗(x′v) = ntv.
On pose xv = ax
′
v et z
′
v = zv +mxv, alors π∗(z
′
v) = π∗(zv) +mantv ∼ y ∈ Z0(Cv),
i.e. z′v ∈ Z0(Xv/y). 
du the´ore`me 2.1. On note D l’ensemble fini des points ferme´s Q de C tel que la
fibre XQ ne soit pas lisse. Soit zv ∈ Z0(Xv) de degre´ δ tels que {zv}⊥π∗Br(C), on
peut supposer que les supports de π∗(zv) sont disjoints de D d’apre`s le lemme de
de´placement 3.1.
Pour m un entier strictement positif fixe´, le lemme 3.7 donne xv ∈ Z0(Xv) de
degre´ 0 et y ∈ Z0(C) de degre´ δ a` support en dehors de D tels que pour toute v ∈ Ω
on ait z′v = zv +mxv ∈ Z0(Xv/y).
La proposition 3.5 (1), applique´e a` {z′v} avec S = {v} une place non archi-
me´dienne, dit qu’il existe z ∈ Z0(X) tel que π∗(z) soit suffisamment proche de
π∗(τv) − (s + 1)y0 et tel que π∗(τv) − (s + 1)y0 ∼ y ∈ Z0(Cv). Alors deg(z) =
deg(π∗(z)) = deg(π∗(τv)− (s+ 1)y0) = deg(y) = δ. 
du the´ore`me 2.2.
(1)Graˆce a` la dualite´ locale entre la cohomologie H2d(Xv,Z/mZ(d)) et la coho-
mologie H2(Xv,Z/mZ(1)) pour v ∈ Ωf (cf. [19] 2.9) et le diagramme commutatif
pour v ∈ Ωf
CH0(Xv)
φm,v

// Hom(mBr(Xv),Q/Z) _

H2d(Xv,Z/mZ(d))
≃ // H2(Xv,Z/mZ(1))
∗,
ou` d = dim(X), il suffit de montrer l’assertion suivante :
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E´tant donne´e une famille {zv} de ze´ro-cycles de degre´ δ telle que {zv}⊥π∗Br(C),
pour tout entierm et S ⊆ Ωf un ensemble fini de places non archime´diennes, il existe
z = zm,S ∈ Z0(X) de degre´ δ tel que 〈z, b〉Xv = 〈zv, b〉Xv pour tout b ∈ mBr(Xv)
et toute v ∈ S.
On note D l’ensemble fini des points ferme´s Q de C tel que la fibre XQ ne soit
pas lisse.
Soit zv ∈ Z0(Xv) tel que {zv}⊥π∗Br(C), on a alors {π∗(zv)}⊥Br(C). Par le
lemme de de´placement 3.1, on peut supposer que les π∗(zv) sont a` supports en
dehors de D pour toute v ∈ Ω.
Le lemme 3.7 donne xv, z
′
v ∈ Z0(Xv) de degre´s 0 et δ respectivement et y ∈ Z0(C)
de degre´ δ a` support en dehors de D, tels que z′v = zv + mxv ∈ Z0(X/y). En
particulier, pour tout b ∈ mBr(Xv) et toute v ∈ Ωf on a 〈z′v, b〉Xv = 〈zv, b〉Xv .
- Si Xθ satisfait l’approximation faible pour les points rationnels pour tout θ ∈
Hil, la proposition 3.5(2) donne z ∈ Z0(X) tel que, pour v ∈ S, z soit suffisamment
proche de τv−(s+1)z0 et τv−(s+1)z0 ∼ z′v ∈ Z0(Xv), d’ou` π∗(z) est suffisamment
proche de π∗(τv) − (s + 1)y0 et π∗(τv) − (s + 1)y0 ∼ π∗(z′v) ∼ y ∈ Z0(Cv), en
particulier, deg(z) = deg(z′v) = δ et 〈z, b〉Xv = 〈z′v, b〉Xv = 〈zv, b〉Xv pour tout
b ∈ mBr(Xv) et toute v ∈ Ωf.
- On suppose que Xθ satisfait l’approximation faible au niveau de la cohomologie
aux places finies pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 pour tout θ ∈ Hil. On peut supposer
que Hil et D sont disjoints.
Pour un point ferme´ P de C tel que XP soit lisse, XP est alors de dimension
d− 1, on pose K = k(P ). Le ze´ro-cycle Pv de´fini comme l’image de P ∈ Z0(C) i
∗
v−→
Z0(Cv) est se´parable, ou` iv : Cv −→ C. On sait que i−1v (P ) = Spec(K) ×k kv =⊔
w|v,w∈ΩK
Spec(Kw), Pv = i
∗
v(P ) =
∑
w|v,w∈ΩK
Pw ou` Pw = Spec(Kw) est un
point ferme´ de Cv de corps re´siduel Kw. On a aussi XP ×k kv =
⊔
w|v,w∈ΩK
XP,w,
ou` XP,w = XP ×K Kw ≃ XvPw est la fibre de Xv −→ Cv au point ferme´ Pw. On
pose CH0(XP ×k kv) =
∏
w|v,w∈ΩK
CH0(XvPw ). On trouve que H˜
2(d−1)(XP ×k
kv,
Z
mZ (d−1)) ≃
∏
w|v,w∈ΩK
H˜2(d−1)(XvPw ,
Z
mZ (d−1)). On conside`re le diagramme
commutatif suivant
CH0(XP )
φP,m

αP
!!
CC
CC
CC
CC
CC
ψP
//
∏
v∈Ωf CH0(XP ×k kv)
φP,m,v

αP,v
''PP
PPP
PPP
PPP
PPP
CH0(X)
φm

ψ
//
∏
v∈Ωf CH0(Xv)
φm,v

H2(d−1)(XP ,
Z
mZ
(d− 1))
ψHmP
//
βP
!!
BB
BB
BB
BB
BB
∏
′
v∈Ωf H˜
2(d−1)(XP ×k kv,
Z
mZ
(d− 1))
βP,v
''OO
OOO
OOO
OOO
OOO
H2d(X, Z
mZ
(d))
ψHm
//
∏
′
v∈Ωf H˜
2d(Xv,
Z
mZ
(d))
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Dans ce diagramme, les φ sont des applications cycle, par exemple φP,m,v =∏
w|v,w∈ΩK
φPw ou`
φPw : CH0(XvPw ) −→ H˜2(d−1)(XvPw ,
Z
mZ
(d− 1)).
L’application αP,v est de´finie par αP,v =
∏
w|v,w∈ΩK
αP,w, ou`
αP,w : CH0(XvPw ) −→ CH0(Xv).
L’application βP,v est de´finie par βP,v =
∏
w|v,w∈ΩK
βP,w, ou`
βP,w : H˜
2(d−1)(XvPw ,
Z
mZ
(d− 1)) −→ H˜2d(Xv, Z
mZ
(d))
est l’application de Gysin pour le kv-couple lisse (XvPw , Xv), qui est bien de´finie
au moins pour une place non archime´dienne (cf. [23] et [1] XVI §3). L’application
βP est l’application de Gysin pour le k-couple lisse (XP , X) de codimension 1. Les
ψ sont des applications de type local-global.
Comme les applications cycle commutent avec les applications de Gysin (cf. [16]
VI.9.3), le diagramme ci-dessus est commutatif.
La proposition 3.5 donne un point ferme´ θ ∈ Hil, vu comme ze´ro-cycle effectif
se´parable θ ∈ Z0(C) qui est suffisamment proche de π∗(τv) pour toute v ∈ S ⊂ Ωf.
On pose P = θ, c’est un point ferme´ de corps re´siduel K = k(θ). On pose Pv =
i∗v(P ) =
∑
w|v,w∈ΩK
Pw ∈ Z0(Cv) ou` le corps re´siduel k(Pw) = Kw. Chaque Pw est
suffisamment proche d’un point ferme´ (unique) Qw (de corps re´siduel Kw) de Cv
qui apparaˆıt dans π∗(τv). Comme π∗(τv) est se´parable, il y a exactement un point
ferme´ Rw (de corps re´siduel Kw) de Xv, qui apparaˆıt dans τv contenu dans la fibre
XvQw . Le the´ore`me des fonctions implicites donne un point ferme´ Tw (de corps
re´siduel Kw) de Xv contenu dans la fibre XvPw , suffisamment proche de Rw, tel
que 〈Tw, b〉 = 〈Rw, b〉 pour tout b ∈ mBr(Xv), autrement dit, Tw et Rw ont la meˆme
image dans H˜2d(Xv,
Z
mZ (d)), i.e. φm,v(αP,w([Tw])) = φm,v([Rw]) ou` [−] de´note la
classe d’un ze´ro-cycle dans le groupe de Chow. Par hypothe`se, il existe un ze´ro-cycle
P ′ ∈ Z0(XP ) de degre´ 1 tel que, pour toute w|v, v ∈ S ⊂ Ωf, et tout b ∈ mBr(XP,w)
(on rappelle que XP,w = XvPw), on ait 〈P ′, b〉 = 〈Tw, b〉. Autrement dit, P ′ et Tw
ont meˆme image dans H˜2(d−1)(XvPw ,
Z
mZ(d − 1)), i.e. φPw (ψP ([P ′])) = φPw ([Tw]).
Graˆce au diagramme commutatif ci-dessus, αP ([P
′]) ∈ CH0(X) et Rw ont donc
meˆme image dans H˜2d(Xv,
Z
mZ(d)) pour toute v ∈ S. Avec les notations de la
proposition 3.5, on pose z′ = P ′ et z = z′−(s+1)z0 ∈ Z0(X), avec un calcul simple,
on trouve finalement que z et {zv} ont la meˆme image dans
∏
v∈S H˜
2d(Xv,
Z
mZ(d)),
ceci comple`te la preuve de (1).
(2)De plus, avec l’hypothe`se (H CH0), on peut supposer que pour toute v /∈ S
l’application CH0(Xv) −→ CH0(Cv) est injective. D’apre`s l’argument ci-dessus,
il reste a` ve´rifier que pour v ∈ Ωf \ S on a : z et zv ont meˆme image dans
H˜2d(Xv,Z/mZ(d)), pour le ze´ro-cycle global z ∈ Z0(X) obtenu dans (1). Avec
l’injectivite´ de l’application CH0(Xv) −→ CH0(Cv), il suffit de ve´rifier que z et
zv ont meˆme image dans CH0(Cv). Or, avec les notations dans (1) et dans la pro-
position 3.5, on sait alors que z = z′ − (s + 1)z0 et π∗(z) = π∗(z′) − (s + 1)y0 =
θ − (s+ 1)y0 ∼ π∗(zv) pour toute v ∈ Ω. 
Remarque 3.8. Dans le the´ore`me 2.2, en comparant avec le cas ou` X est une
courbe, on ne peut rien dire autour des places re´elles, les difficulte´s sont les suivantes.
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(1)Est-ce que la surjection H2(XR,Z/mZ(1))։ mBr(XR) se factorise a` travers
H2(XR,Z/mZ(1)) −→ H˜2(XR,Z/mZ(1)) ? (La re´ponse a` la meˆme question sur C
est ne´gative.)
(2)Existe-t-il une application de Gysin
H˜2(d−1)(XP,R,Z/mZ(d− 1)) −→ H˜2d(XR,Z/mZ(d))
pour la paire lisse (XP,R, XR), commutant avec les applications cycle ?
Remarque 3.9. Dans le the´ore`me 2.2, on part d’une hypothe`se arithme´tique sur
les fibres au niveau de la cohomologie, et on obtient une conclusion sur l’espace
total au niveau de la cohomologie. Sans modifier les de´tails des preuves, une fois
qu’on a e´tabli l’e´nonce´ (E) suivant, on peut partir d’une hypothe`se d’approximation
faible au niveau du groupe de Chow et obtenir une conclusion d’approximation
faible/forte au niveau du groupe de Chow sur l’espace total. L’e´nonce´ (E) est montre´
par Wittenberg dans [25], lemme 1.8.
(E)“proche⇒ e´quivalence rationnelle modulom”: SoitX une varie´te´ projective lisse
sur un corps local de caracte´ristique 0, et soit m un entier strictement positif. Alors
deux ze´ro-cycles effectifs z, z′ ∈ Z0(X) sont rationnellement e´quivalents modulo m
(i.e. ils ont meˆme image dans CH0(X)/m), lorsque z est suffisamment proche de
z′.
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